Opcién A

Ejercicio 1 opcion A, modelo 6 del 2015
Halla a y b sabiendo que es continua la funcion f : R — R definida como
X + cos(x) - ae*

Hx) = 2 Si Xx#0
b Si x=0
Solucion

Como me dicen que f es continua en R, lo es en x = 0, por tanto al ser es continua en
X =0, tenemos f(0) = Iingf(x).
X -

X +cos(x)-ae* _ 0+cos(0)-a-e’ _1-a

x? (0)? 0
Como me dicen que el limite existe, al ser es continua en x = 0, y es finito el numerador
ha de ser cero, para poder seguir aplicandole la regla de L'Hbpital, es decir 1-a =0, de
donde a = 1.
Le aplicamos la regla de L'Hopital (L'H) (si “f” y “g” son funciones continuas en

f(0) =b. lmf(x) = lim

[a-9, a+ J, derivables en (a -9, a + J), verificando que f(a) = g(a) =0y lim % :% ,
X- a X
entonces si existe lim 9 se verifica que lim e - lim m La regla es valida si

=2 g'(x) =2 g'(x) x-= g(x)
tenemos o oo, y también si X - o), con lo cual tenemos:

_1.aX _ _ aX _ _ a0
fim X COS(x) - 1-ef _ {9 L‘H} _ jim Losen(9-e* {1 sen(0) - e :%; L‘H} _

x-0 x? x-0 2X 2-(0)
- - X - - O - -
— lim cos(xX) - e _ cos(0) - e _ 1-1 -1
X0 2 2 2

Como f(0) = Iirrgf(x), resulta que b = -1.

Los valores pedidosson a=1y b=-1.

Ejercicio 2 opcion A, modelo 6 del 2015 (Ejercicio 2B, modelo 4 de 2013)
Sea f la funcion definida por f(x) = |In (X)| para x > 0 (In denota la funcién logaritmo ne-
periano).

a) [0'5 puntos] Esboza el recinto limitado por la graficade fylarectay = 1.
b) [0'5 puntos] Calcula los puntos de corte de la grafica de fcon larectay = 1.
¢) [1'5 puntos] Calcula el area del recinto citado.

Solucion
Sea f la funcion definida por f(x) = |In (x)| para x > 0 (In denota la funcion logaritmo ne-
periano).
a)

Esboza el recinto limitado por la graficade fylarectay = 1.
-In(x) si In(x)<0 -In(x) si 0<x<1
f(x) = lIn ()| = : = .
In(x) si In(x)=0 In(x) si x=1
Sabemos que la grafica de |In(x)| es exactamente igual que la de “In(x) para In(x) > 0 (la
parte de la gréfica que esta por encima del eje OX, en este caso para x = 1 porque In(1)
= 0), y simétrica respecto al eje OX cuando In(x) < 0 (la parte de la grafica que esta por
debajo del eje OX, en este caso para x < 1).
Ademas sabemos que In(1) = 0, In(e) = 1, In(x) es estrictamente creciente y que x = 0*
es asintota vertical porque Iing_ln(x)z In(0*) = -,0. Ademas |i|"£1 IN(X) = In(+00) = +o0.

,puesdelIn(x)=0,x=e%=1



Larectay =1 es una recta horizontal. Teniendo encuenta lo anterior un esbozo de las
graficas pedidas es:

y=1

0.84
0.6+
0.4+

[In()|

0.24

0 05 1 15 2 25 ©
In(x)/

b)
Calcula los puntos de corte de la gréfica de f con la rectay = 1.

Los cortes entre ellas salen de resolver la ecuacion [In(x)| = 1, que son dos ecuaciones:
In(x) = 1, de donde x = e = e (por reciproca) y-In(x) =1 - In(x) =-1, de donde x = e =
= 1/e. Los puntos de corte pedidos son (1/e,1) y (e,1).

b)

Calcula el area del recinto anterior.

Area = [yl (1 - (- In(x))dx + J1¢ (1 - (In(x))dx = [wet (1 + In(x))dx + [1* (L - (IN(X))dx = {++}
Recordamos que JIn(x)dx = x:In(x) — X, pues es una integral por partes Ju-dv = uv - Jv-du.
In(x)dx = {u=1In(x) - du=dx/x;dv=x - v=Jdx = x} = x:In(x) - [x-dx/x = x-In(x) - [dx =
= X-In(x) — x.

{++}= [x+x-In(X) - XJue + [x - x-In(x) +x}h® =[(1-In(1) ) — ((1/e)-In(1/e)] + [(2(€) - e:In(€)
)—(2(2) - 1-In(1)] =

=0-((1/e)-(-1)+2e-e-(1)—2+0=¢e + 1/e -2 00’3504 u?

Ejercicio 3 opcion A, modelo 6 del 2015

0 1 m
Considera la matriz A=|m-1 0 2.
0O 1-m O

a) [1'75 puntos] Halla el valor, o valores, de m para los que la matriz A tiene rango 2.
b) [0'75 puntos] Para m = 1, determina A2015,

Solucion
0 1 m
Considerala matriz A={m-1 0 2.
0O 1-m O

a)
Halla el valor, o valores, de m para los que la matriz A tiene rango 2.

El rango de A es 2 si A tiene dos filas linealmente independientes, por lo cual su deter-
minante det(A) = |A| = 0.



Después estudiaremos los rangos de A segun los valores de “m”.
0 1  m|Adjuntos

det(A) =|A]=m-1 O 2| primera =0-(m-1)-(0-m(1-m))+0=m(1l-m).
0 1-m Ofcolumna
De = |A| =0 - m(1 - m)2 =0, que tiene por soluciones m =0 y m =1 (doble).

0 10
Sim=0,A=|-1 0 2.EnAc0moO 1‘=0+1=1;t0,rango(A)=2.
010 10
011
Sim=1,A=|0 O 2.EnAcomo1 1‘:2-0:27'&0,rango(A):Z.
00O 0 2
b)
Para m = 1, determina A2015,
011 0 1 1)y(0 11 0 0 2
Sim=1,A=|0 0 2|.A2=A-A=|0 0 2|-|0 0 2|=|0 0 Of;
0 00O 0 00/OO0O 0 00O
0 0 2)y(011 0 0O
AS=A22A=|0 0 O|-|0 O 2|=|0 0O O] =03, matriznula de orden 3.
0 00j{0OO0O 0 0O

A% =03-A=0;3, etc ...

Luego A2015 = A2014 A = O3.A = Os. Es decir A?°'5, es la matriz nula de orden 3.

Ejercicio 4 opcion A, modelo 6 del 2015
Seanlos planos mMm=x+3y+2z-5=0 y m=-2x+y+3z+3=0.
a) [1'5 puntos] Determina el angulo que forman 1 y TT.
b) [1 punto] Calcula el volumen del tetraedro limitado por 1ty los planos coordenados.

Solucion

Seanlos planos mMm=x+3y+2z-5=0 y w=-2x+y+3z+3=0.
a)
Determina el angulo que forman 1 y 1.

Sabemos que el angulo que forman dos planos 1(n) y 17(n’) es el menor de los angulos
que determinan sus diedros, el cual coincide con el menor de los angulos que
forman sus vectores normales con un origen comun, es decir cos(<Tm>) =
|cos(<n,n’>)|

Demn=x+3y+2z-5=0, tenemos n =(1,3,2).
Dem=-2x+y+3z2+5=0, tenemos n’ =(-2,1,3)



fien’

I ]

angulo que forman los planos es a = arcos(1/2) = 60°.

nen' =-2+3+6=7 - |nen’ |=]7| =

lIn]l = V(12 + 3% +22) = V(14)

[In'[] = V(22 + 12 +32) = V(14)

b)

Calcula el volumen del tetraedro limitado por 1ty los planos coordenados.

cos(a) = cos(<m,1>) = |cos(<n,n’>)| = = 7/( (V(14) )2 = 7/14 = 1/2, por tanto el

Sabemos que si ponemos el plano t=x + 3y + 2z — 5 = 0, en forma segmentaria
xfa +ylb + z/c = 1, los puntos A(a,0,0), B(0,b,0) y C(0,0,c) son los puntos de corte del
plano con los ejes coordenados.
X y X
De x+3y+2z=5 - x5+@By)/5+(22)/5=1 - =+ —=—— + — =1, luego los pun-
y (3BY)/5 + (22) st es T en g p
tos de corte con los ejes coordenados son A(5,0,0), B(0,5/3,0) y C(0,0,5/2).

Sabemos que el volumen de un tetraedro es 1/6 del volumen del paralelepipedo que de-
terminan dichos vectores, el cual es el valor absoluto (lo notaremos | | ) del producto
mixto (lo notaremos con corchetes [ ]) de tres vectores con un mismo origen, en nues-
tro caso utilizaremos los vectores OA, OB y OocC.

C(0,0,5/2)

B(0,5/3,0)

7 AG00)

OA = (5,0,0), OB = (0,5/3,0) y OC = (0,0,5/2)

5 0 O
Volumen = (1/6).| [OA, OB, OC] | = (1/6).| [0 5/3 0| |=(1/6).(5)-(5/3)-(5/2) =
0 0 52
= 5%/62 U3 = 125/36 u®.
Opcién B

Ejercicio 1 opcion B, modelo 6 del 2015
Seaf: R — R la funcion definida por f(x) = (x2 + 3x + 1)e™
a) [1 punto] Estudia y calcula las asintotas de la grafica de f.
b) [1 punto] Halla los puntos de la grafica de f cuya recta tangente es horizontal.



¢) [0’5 puntos] Determina la ecuacién de la recta tangente a la grafica de f en el punto
de abscisa x = 0.

Solucion
X2+ 3x+1

Seaf: R — R la funciéon definida por f(x) = (x2 + 3x + 1)e™> = ~
a)
Estudia y calcula las asintotas de la gréafica de f.

Asintotas verticales no tiene (no hay ningn nimero que anule el denominador)
[La regla de L’'Hépital (L’H) nos dice que si las funciones f(x) y g(x) son continuas y deri-

vables en un entorno de “a”, f(a) = g(@a = 0 y existe I|m (()) entonces
-°g

I|mf(x) —I|mf 9

x-0g(x) x-0g'(x)

limite tiende a ]

2
Como lim f(x) = fim X3+ 1 _ (+—°°;L'HJ = Jim 2X*3 (L”;L'Hj -

. La regla se puede reiterar, y se puede aplicar si sale 0/0, o/, y si el

X — 400 X — +00 X 400 X - +00 ex

= lim i = 2 =0", larectay = 0 es una asintota horizontal (A.H.) de fen+ o
x-o@*  +oo

Como lim (f(x)-0) = 0", la grafica de f(x) esta por encima de la A.H.
Como lim f(x) = lim f(-x) = lim ((-x)2+3(-x) + e ™= Ilim (x2-3x+ 1)ex=

= (+00)- (+m)- = +00, N0 hay A.H. de la graficade f en- o
b)
Halla los puntos de la gréfica de f cuya recta tangente es horizontal.

Sabemos que los puntos con tangente horizontal anulan la primera derivada, y al ser f
continua y derivable en R las veces que necesitemos, dichos puntos seran extremos re-
lativos.

Estudiamos f ‘(x)

f(x) = (x2 + 3x + 1)e™.

f')=(@2x+3)e>+ (x> +3x+1)e*(-1)=e*(2x+3-x2-3x-1)=e X (- X2 - X + 2)
f'‘@x)=0 - e>*(-x-x+2)=0,comoe>#0tenemos - X2 - x + 2 = 0, de donde
x2+x-2=0. Se ve que las soluciones son x =-2 y x = 1; que seran los posibles extremos
relativos.

Recuerdo que:
Sif‘(a)=0yf"“(a) <0, x=aesun maximo relativo
Sif‘(a)=0yf"“(a) >0, x=aes un minimo relativo

f(x) = (x2+3x + L)e> f'(x)=e>(-x2-x+2).
fr0) =e>(-1)-(- ¥ -x+2) +e*(-2x-1) =e* (¥ +x-2-2x- 1) = e (x* - x - 1).

Como f“(-2) =e? (4 +2-1) >0, x =-2 es un minimo relativo de f(x) que vale
f-2)=(4-6+1etd=-1-€

Comof“(1)=el(1-1-1)<0,x=1esunmaximo relativo de f(x) que vale
f(1)=(1+3+1)et=5¢el=5e.
Los puntos de la graficade f cuyarectatangente es horizontal son (-2,-e  ?) y (1,5/e).



c)

Determina la ecuacion de la recta tangente a la grafica de f en el punto de abscisa x=0.

La recta tangente a la gréfica de f en el punto de abscisa x=0 es y - f(0) = f'(0)-(x - 0).
f(x) = (x2+3x + 1)e* - f(0)=(1)e=1.

f'x)=e*(-x-x+2) - f(0)=e%(2)=2.

La recta tangente pedidaes y-1=2(x-0),de donde y=2x+1.

Ejercicio 2 opcion B, modelo 6 del 2015
[2'5 puntos] Calcula jezx-sen(x)dx.

Solucion
Calcula jezx-sen(x)dx .

La integral pedida es una integral por partes Judv = uv - [vdu.

En nuestro caso u = e y dv = sen(x)dx, de donde, du = 2e2dx y v =Jdv =
= Jsen(x)dx = -cos(x).

I = [ e sen(x)dx = e2*(-cos(X)) - | (-cos(x)-2e?*-dx = -e2X-cos(X) + 2-h.

l1 = | e2:.cos(x)dx = {Integral por partes por partes, en nuestro caso u = e y
dv = cos(x)dx, de donde, du = 2e2dx y v = [dv = Jcos(x)dx = sen(x) } =
= e2.sen(x) - | 2e2*-sen(x)dx = €2*-sen(x) - 2Je?*-sen(x)dx = €2*-sen(x) - 2-.

Tenemos | = -e?*-cos(x) + 2-h = -e?*-cos(x) + 2-(e**-sen(x) - 2-1), de donde:
5.1 =-e2.cos(x) + 2-e2-sen(x) — | = (-e¥-cos(xX) + 2-e?*-sen(x) )/5 + K.

Ejercicio 3 opcion B, modelo 6 del 2015
Considera el siguiente sistema de ecuaciones
X +0az = 2
2x + ay = a+4
3X+y+(a+4)z 7
a) [1'75 puntos] Discute el sistema segun los valores de a.
b) [0'75 puntos] Resuelve el sistema para a = 2.

Solucion
X +az = 2
Considera el siguiente sistema de ecuaciones 2x + ay = a+4
X+y+(a+4)z = 7
a)
Discute el sistema segun los valores de a.
1 0 a
La matriz de los coeficientes del sistemaes A=|2 a 0 |,yla matrizampliada es
3 1 o+4

1 0 a 2
A*=|2 a O a+4 |.
3 1 at4 7
El sistema tiene solucion Unica si rango(A) = rango(A*) = 3 con lo cual det(A) = |A| # 0.



1 0 o |Adjuntos
det(A) =|A]=1{2 a O |primera =1(a)(a+4) -0 + a(2-3a) = a(a+4+2-3a) =
3 1 o+4] fila
= a(-20+6).
De a(-20+6) =0 obtenemosa =0 y a = 3.
Si a0 y a# 3, det(A) # 0 con lo cual rango(A) = rango(A*) = 3 = niumero de incogni-
tas, sistema compatible y determinado, y el sistema tiene solucion Unica.

100 100 2
Sia=0,A=|2 0 0|y A*=|2 0 0 4.
314 314 7

1
En A como 3

0
1‘ =1-0=1#0, rango(A) =2

1 0 2|Adjuntos
En A*como |2 0 4{segunda =-0+0-1(4-4) =0, rango(A*) = 2.
3 1 7|columna

Como rango(A) = rango(A*) = 2 < namero de incognitas, el  sistema es compatible
e indeterminado y tiene mas de una solucién (en nue  stro caso infinitas solucio-
nes).

10 3 103 2
Sia=3,A=|2 Oy A*x=|2 3 0 T7/|.

317 317 7
En A como g‘ =3-0=3#0, rango(A) =2

10 2 1 0 3|Adjuntos

En A*como |2 3 7|F,-2F =0 3 3| primera =1(3-3)-0+0=0, por tanto

3 1 7|R-3F |0 1 1columna
rango(A*) = 2.
Como rango(A) = rango(A*) = 2 < nimero de incognitas, el  sistema es compatible e
indeterminado y tiene mas de una solucién (en nuest  ro caso infinitas soluciones)
b)
Resuelve el sistema para o = 2.

Como ya hemos discutido para a = 2 el sistema tiene solucién Unica. Veamosla.
X +2z = 2 X +2z = 2

2x + 2y = 6 R-2FR =y +2y -4z 2, de donde y = 1. Entrando en

3X+y+6z 7 F-3F y 1
la22 - 2(1)—4z=2 - z=0.Entrandoenlal® - x+2(0)=2 - x=2.Ladunica
solucion del sistema es (x,y,z) = (2, 1, 0).

Ejercicio 4 opcion B, modelo 6 del 2015
X-5_y+1l_z
6 3 2
a) [1 punto] Halla la ecuacién general del plano Tt que contiene al punto Py a larectar.
b) [1'5 puntos] Calcula la distancia entre el punto P y la recta r.
Solucién

Sean el punto P(1,6,-2) ylarectar =




y+1l_2z
-3 2’

Sean el punto P(1,6,-2) y larectar = X_65 =

a)
Halla la ecuacion general del plano mtque contiene al punto P y a la rectar.

—

De la recta “r" tomo el punto A(5,-1,0) y el vector u = (6,-3,2), el otro vector independiente

gue me falta es el AP = (1-5,6+1,-2-0) = (-4,7,-2). Si X es un punto genérico del plano T,
Su ecuacion es:
x-5 y+1 z|Adjuntos
n=det(AX,u,AP)=0=|6 -3 2| primera = (x-5)(6-14) - (y+1)(-12+8) + z(42+12) =
-4 7 -2 fia
= -8x+4y+30z2+44=0=-4x+2y+152+22=0
b)

Calcula la distancia entre el punto P y larectar.

Calculamos la distancia del punto P a la recta “r”, utilizando el area de un paralelo-
gramo. La distancia pedida es la altura del paralelogramo

P u
|
I h
|
|
|

A u r

P

Dada la recta “r" conocemos el punto A(5,-1,0) y el vector u = (6,-3,2). Por el punto P
trazamos una recta paralela a la “r’, y formamos el paralelogramo.

El &rea del paralelogramo determinado por los vectores u y AP es ||[APxu||=base@ltura =
= ||u]||, pero la altura “h” es d(P;r), luego d(P;r) = ([JAPxul)/(Ju]]) (“X” es el producto
vectorial).

ik
Punto P(1,6,-2). AP = (-4,7,-2); APxu = -4 7 -2| =i(14-6) - j(-8+12) + k(12-42) =
6 -3 2

= (8,-4,-30) ;
IAPxu|| = V(82+42+302) = V(980): [|u|| = V( 62+32+22 ) = V(49) = 7
Luego d(P;r) = (IAPxull) / (Jlull) = V(980) / 7 = 2V(5) u.



